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Si consideri la base B = {v; = (1,1,1); v2 = (1,1,0); v3 = (0,1,1)} di IR? e I’ endomorfismo
f :IR? — IR? definito dalle relazioni

3.

flv1) =(2,2,2);  f(ve)=(1,1,1); f(v3)=(2—h,1+h,1)

Studiare tale applicazione, al variare di h, determinando in ogni caso una base di I'm(f)
e Ker(f).

Dopo aver trovato la matrice MPB(f) associata ad f relativamente alla base B sia nel
dominio che nel codominio, studiare, al variare di h, la semplicita dell’endomorfismo.

Trovare f~1(1,0,h), al variare di h.

Soluzione

1.

La matrice associata ad f relativamente alla base B del dominio e alla base canonica
2 1 2—-h

C' del codominio & MB’C(f) = (2 1 1+ h). Con la sostizione Ry <« Ry — Rj e
2 1 1

2 1 2-h
R3 < R3 — Ry si ottiene la matrice (O 0 2h-— 1) .
0 0 h-1
2 11
Per h =1 essa diventa (0 0 1) . Il suo rango & 2 = dim I'm(f) e una sua base ¢ data

0 0 O

da (1,1,1);(1,2,1). Il Ker(f) si ottiene dal sistema lineare omogeneo costruito sulla
matrice. Si ha (z, —2z,0). Si prendono (1,—2,0) che danno le componenti rispetto alla
base B di una base di Ker(f).

2 1
Per h = % si ottiene la matrice (0 0

00 —3
dimensione dell’ Im(f) & 2 ed una sua base si ottiene prendendo nella matrice data la
seconda e terza colonna; si ottiene (1,1,1);(3,3,1). Anche in questo caso il generico
vettore del nucleo ha componenti (z, —2x,0).
Infine per h # 1, 3 si ha ancora rango 2. Una base dell’ Im(f) & data da (1,1,1);(2 —

h,1+ h,1). Il nucleo & ancora lo stesso.

3
2
0 ) Anche tale matrice ha rango 2. La

. Innanzitutto troviamo le componenti del generico vettore (a,b,c) € R?. Dalla equazione

vettoriale (a,b,c) = z(1,1,1) +y(1,1,0) 4+ 2(0,1, 1) si deduce il sistema
rt+y=a
r4+y+z=>
r+z=c

Si ottengono quindi le componenti x =a —b+¢; y =b—c¢; z=0b— a. Ne segue che la
matrice associata ad relativamente alla base B in entrambi gli spazi ¢

2 1 2-2h
MPB(fy=(0 0 A
0 0 2h—1



La matrice caratteristica ¢

2-T 1 2 — 2N
0 -T h
0 0 (h—1)-T

Gli autovalori sono 77 = 2; 15 = 0; T35 = 2h — 1.
Si possono avere le coincidenze:

0o 1 -1
1)1y =T3=2ecioperh = % In tal caso al matrice caratteristica diventa (0 -2 % ) .
0 0 0
Tale matrice ha rango 2 e quindi dimVo =3 -2 =1 < mg = 2.
In tal caso I’ endomorfismo non € semplice.

2 1 1
2) Ty = T35 = 0 per h = % In tal caso la matrice caratteristica diventa (0 0 %)
0 0 O
Anche in questo caso il rango della matrice caratteristica €2 e I’ endomorfismo non e

semplice.
3) Per h # %, %, essendo gli autovalori reali e distinti I’ endomorfismo € semplice.

2 1 2—h
3. Per trovare f~1(1,0,h) possiamo usare la matrice MBC(f) = A = (2 1 1+ h) e
2 1 1
discutere e risolvere il sistema AX = B.

2 1 2—-h | 1
Si consideri quindi la matrice completa del sistema [ 2 1 1+h | 0 |; con le sosti-
2 1 1 | h
2 1 2—h | 1
tuzioni Ry <> Ro—R; e R3 <> R3— R; lamatrice completadiventa | 0 0 2h—1 | -1

00 h—1 | h-1
Per h = % si annulla la seconda riga della matrice dei coefficienti mentre sulla colonna
dei termini noti si ha -1. In tal caso il sistema € incompatibile.
1—

Per h #£ %, addizionando alla terza riga la seconda moltiplicata per 2h_h1 la matrice di-

21 2-h | 1
venta | 0 0 2h—1 | -1 . Allora il sistema & compatibile solo per h = 0 e per
2h(h—1)
0 0 0 | Sh—T

h = 1. 1l sitema ammette co® soluzioni. I dettagli sono lasciati come esercizio.

11

Sia fissato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale OZyZz.u
Nel piano z = 0 si considerino i punti:

A=(-2,0); B=(0,-2); C=(0,4); D=(4,0)
1. Studiare il fascio di coniche avente i predetti punti come punti base.

2. Detta p la parabola del fascio trovare una sua forma canonica e il cambiamento di coor-
dinate che I'ha determinata.

3. Scrivere ’equazione del cilindro avente g come direttrice e vertice in V' = (1,1, —1,0).

Risoluzione

1. Il fascio di coniche ¢ individuato dalla conica spezzata nei due assi coordinati e dalla
conica spezzata nelle rette AB e C'D. L’equazione del fascio si puo scrivere

(x+y+2)(z+y—4)+2Xzy=0



L’equazione del fascio si puo anche scrivere

24204+ Ny —22 -2y —8=0

I 1+Xx —1

La matrice B della conica & B = (1 + A 1 —1) . Calcoliamo |B| = 8)\2 + 18\ e
-1 -1 =8

|A] = —)%Z —2).

Si hanno ellissi per —2 < A < 0.
Si hannoiperboli per A < —2e A > 0.
Si ha una parabola per A = —2 e la sua equazione ¢ z° + y? — 22y — 2z — 2y — 8 = 0.

. L’asse di simmetria della parabola ¢ la retta x —y = 0. Il vertice della parabola & il punto

di coordinate V' = (—2,—2). La matrice della rototraslazione ¢ Q) = _g ? —9
0 0 1

. Si consideri il punto generico G = («, (3, 0) della parabola. Tale punto dovra soddisfare con
le sue coordinate le equazioni della parabola. Sara quindi a?+ 32 —2a8—2a—28—8 = 0.
Sciviamo adesso le equazioni della retta congiungente il punto proprio G' con il punto
improprio V' = (1,1, -1,0); si ha 5% = # =%. Dacuisihaa=2+2 B8=y+=z
Sostituendo tali valori nell” equazione di condizione si ottiene 1’ equazione del cilindro.

(422 +@W+2)2=2@+2)(y+2)—2@x+2)—2y+2)—8=0.



