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I

Sia fissato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O 7 Z u. Si considerino le coniche
di equazioni C; { Z2:+0y2 —2r-1=0 e Cy { :2:_0233 —y+l=0

1. Si studi il fascio ® individuato da C; e Cs; in particolare si trovino i punti base e le coniche spezzate.
2. Sia «y l'iperbole equilatera di ®, si studi il fascio ¥ di quadriche contenenti 7 e aventi come conica

22—y — 22 +2y2=0

all’infinito: f—0

Nel fascio ¢’ un solo cilindro di cui si chiede il vertice.

3. Sia Q la quadrica di ¥ passante per (0,0, 1), si scrivano le equazioni della conica sezione di Q con il
piano y — z + 2 = 0 e si dica di che conica si tratta.

Svolgimento

1. Notiamo immediatamente che C; & una circonferenza, mentre Co una parabola con asse di simmetria
parallelo all’asse delle y. Il fascio richiesto é:

M2?4+y? =20 — 1) +pu(2> =22 -y +1)=0

per A = 0 si ottiene Cs, per A\ # 0 possiamo porre k = % e il fascio si puo scrivere nella forma:
(1+k)z*+y* —2(l+k)z —ky+k—1=0

Consideriamo la matrice B del fascio di coniche:

1+ k 0o -1-k

1 _ E k? k2
2

IB| = 0 = (k+1)(k—1)—(—1—k)2—z(1+k) = k2_1—k2—1—2k—Z(1+k) =

=) B aan = (2o ) < LEREESR)

Siha |B|=0< k=-1.
Per k = —1 si ottiene la conica spezzata:
v +y-2=0
(y+2)(y—1)=0
per k # —1 si ottengono coniche irriducibili, si consideri la sottomatrice A

1+4k>0 = k>-1 ellissi
|[Al=1+k = 1+k=0 = k=-1 nparabola
1+k<0 = k< -1 iperboli



I punti base sono dati dal sistema

{m2+y2—2m—120 {932—2%:1—7;2 {1:2—293:1—312 {m2—21‘:1—y2

22 -2z —y+1=0 2?2 — 2=y -1 1—y?=y—-1 +y—2=0
-1-3
/ =2
-1+1+38 2 -
y:*:
2 ~1+3
=1
~ 2
y=1
2 6. _ o/ =0 (0,1) (2,1)
T 21'—0\ v —9
y:—2 . o . . .
2?94 3=0—p=1+iV2 <1:l:2\/_,—2) (punti immaginari).

2. L’iperbole equilatera del fascio si ottiene per TrA =0= 1414k = 0 k = —2. Pertanto ’equazione
di v sard 22 — y2 — 22 — 2y + 3 = 0. La generica quadrica contenent v ¢ data da:

22 —y? — 20 —2y+3+z(ar +by+cz+d) =0
la conica all’infinito sara
{ 22—y’ +arz+byz+cz2=0
t=20

imponendo che essa coincida con quella data (ovvero che i coefficenti delle equazioni siano proporzion-
ali) si ha:

p=1
22 —y? Farz + byz + c2® = p(a? —y? — 22+ 2y2) = ng
c=-1

Dunque il fascio ¥ ha equazione 2% — y? — 22 + 2yz — 2z — 2y + dz + 3 = 0.

Si consideri la matrice B del fascio di quadriche:

d
IBl=] 0o 1 -1 5
d
-1 -1 = 3
2
applicando il teorema di La Place alla prima riga:
-1 1 —d 1 0o -1 1
|B|:1_1§—01_1:
d
4 4 -1 -1 -
9 2
_3 d d+1+d2 g _ d 0l+1+d2_dzf4d+4_((172)2
ST 22 4 22 4 4 4
Consideriamo ora la sottomatrice A del fascio
1 0 0
[Al=]0 -1 1 |=0 (dunque la conica all’infinito & spezzata)
0o 1 -1
|B| = 0 < d = 2 e in tal caso si ottiene un cilindro (le cui sezioni sono iperboli perché contiene

v), per d # —2 si ottengono quadriche non degeneri; poiche la conica all’'infinito & spezzata, tutte le
coniche non degeneri del fascio sono paraboloidi (iperbolici perche |B| > 0).



Per d = 2 si ottiene 'equazione del cilindro 2 — y? — 22 4+ 2yz — 22 — 2y + 22 4+ 3 = 0, il vertice @ il
punto doppio della sua conica all'infinito:

22—y —22+292=0 22— (y—2)2=0 (z+y—2z)(z—y+2)=0
t=0 t=0 t=0

dunque il vertice ¢ dato da:

z+y—2z=0 z=0
r—y+2=0 y==z V(0,1,1,0)

. Sappiamo che W : 22 — y? — 22 4+ 2yz — 22 — 2y + dz + 3 = 0, imponemdo il passaggio per (0,0, 1):
—14+d+3=0=>d=-2

dunque Q ha equazione: 2 —y? — 22 +2yz — 22 —2y —22+3=0
intersecando con il piano y — z 4+ 2 = 0 otteniamo

22 —y? — 2242z —22 -2y —22+3=0 22 —y? —y? -4 — Ay + 297 44y 20 —2y—2y—4+3=0
y—z+2=0 z=y+2

2?2 -2 —4y—5=0
2=y+2

tale conica interseca il piano improprio in un punto (Y, ) con molteplicita 2, si tratta pertanto di
una parabola.



II

1. Sia g : R* — R* 'endomorfismo la cui matrice, rispetto alla base canonica, &:

2 0 k£ O
0 2 0 k

A= 1 0 3 0 conkeR
0o -1 0 3

si studi I’endomorfismo ¢ al variare di k£ determinando in ciascun caso Kerf e Imf

2. Si verifichi che P.(t) = (t* — 5t + 6 + k)? e si dica per quali valori di k le radici del polinomio
caratteristico appartengono a R. In particolare, per k = 0, studiare la semplicita di g.

3. Si consideri lo spazio vettoriale IR*? (spazio delle matrici 2 x 2) e la matrice

2k
s=(405)
Sia f : R*»* — R*? l'endomorfismo definito da: ¥YX € R?? f(X) = BX, si studi f al variare di

k. Verificato che la matrice di f rispetto alla base usuale di R*? & A, si deduca da cid che f non &
semplice per k = 1.

Svolgimento
1. Si ha:
co0 ey 2 0 k 0 2 &k
A= =2 0 3 O0|+k -1 0 0]|=
L0 s0 -1.0 3 0 -1 3
0 -1 0 3
_ 2 k 2 k| _ 2
—6’_1 3’+k’_1 3’—(6+k)
dunque g & un isomorfismo: Kerg = {0}, Img = R*.
la matrice diventa
2 0 -6 0 2 0 -6 0
_—
0 2 0 -6 | Rs+3R, [ 0 2 0 -6
-1 0 3 0 Ri+3R; | 0 0 0 0
o -1 0 3 00 0 O

2 0 -6 0 T 0
L _ 0 2 0 -6 y | | O 20 —62=0
Siav = (z,y,2,t) € Kerg = g(v) =0= 00 0 o0 1= o {2y—6t:0
0 0 O 0 t 0
=3z
:>{ y = 3t dunque Kerg = £((3,0,1,0),(0,3,0,1)).
2. 1l polinomio caratteristico di g
28’5 zﬂt IS 2 2-t 0 k 0 2-t k
Pty=| | "o  s_s o |=@=-0] 0 3-t o |+k -1 o0 0 |=
-1 0 3—1 0 -1 3-t

0 -1 0 3-t
=2-t)[2-t)B-t)2+k(B—t)] +kk+(2-t)(3-1t)] =
=2-0)B-)[2-t)B—t)+k +k[2-t)B3—t)+k =



=[2-t)B-t)+K[2-t)B-t)+k=[2-t)B3—-t)+k?=
(t? — 5t +6 + k)?

> =

le radici appartengono tutte a R < A=25-4(6+k)>0< k<
pe(t) = (2 — t)%(3 — t)? = gli autovalori sono \; = 2 con molteplicitd 2 e Ay = 3 con
molteplicita 2.

In A—1tI per k=0 et =2 si ottiene:

0o 0 00
0 0 00
A-2]= 1 0 10 |7 rtk(A—2I)=2
0 -1 0 1
dimV, =4 — rk(A —21) = 2,
in A—tI per k=0 et =3 si ottiene:
-1 0 0 0
0 -1 0 0
A-3I= 1 0 0o |7 tk(A—-3I)=2
0 -1 0 0

dimV3 =4 — rk(A — 2I) = 2 = g & semplice.

. f & un isomorfismo se e soltanto se |B| # 0, infatti:

se |B| # 0 allora B ¢ invertibile (esiste B™1),

VM € R*»® 3M = B~'M tale che

f(M) = f(B~*M) = BB~'M = M pertanto f & suriettiva, da cui f & un isomorfismo;

viceversa se f & un isomorfismo, 3C € R*? tale che I = f(C) = BC pertanto B & invertibile e quindi
IB| £ 0.

Si ha |B| = 6 — k, dunque per k # 6 f & un isomorfismo.
Per k = 6 cerchiamo Im f e Kerf,

siaY:(Z b ) EImfalloraEIX:(Z lt/)talechef(X)zY

(2 ) -(00)

a=2x— 6z

b=2y— 6t a=—2c
c=—x+ 3z b= —-2d
d=—-y+3t

Imf = {Y e R??

(> )

Sia X = ( Z '7; ) € Kerf allora

20 —62=0
2y —6t=0 r =3z
—z+32=0 {y—?)t
-y+3t=0



Kerf = {X e R*?

(%))

SiaE1:<(l) 8):E2=<8 (1)>7E3=<(1) 8>,E4=<8 ?)labaseusualedi]RZ’Z;‘e

facile verificare che:

f(E1) =2E; —
f( 2)_2E2—E4
f(E3) = kE, + 3E3

f(Ey) =kEs + 3E,
Pertanto la matrice di f rispetto a tale base & A, ne segue che in polinomio caratteristico di f non

& semplice per k > 7 dunque in particolare per k = 1.



