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I

Sono assegnati, in IR
4
i vettori: v1 = (1; 0; 2; 0), v2 = (0; 1; 3; 0) e v3 = (0; 0; 0; 1),

sia W = L(v1; v2; v3) e f :W ! W l'endomor�smo de�nito da

f(v1) = v3

f(v2) = hv2

f(v3) = 2v1 � v3

1. Studiare f al variare del parametro reale h determinando in ciascun caso Kerf e Imf .

2. Provare che f �e semplice per ogni valore di h. Diagonalizzare f indicando la matrice diagonalizzante.

3. Per il valore di h per cui f ammette l'autovalore nullo, sia Ð : IR
4
! IR

4
l'estensione di f tale che

W
?

= fv 2 IR
4
j v � w = 0 8w 2 Wg (con � prodotto scalare euclideo) �e autospazio relativo

all'autovalore �1. Determinare la matrice di Ð speci�cando rispetto a quale base la si �e calcolata.

Svolgimento

1. Sia B = fv1; v2; v3g, la matrice di f rispetto alla base B �e

M
B
(f) = A =

0

@

0 0 2

0 h 0

1 0 �1

1

A

si ha

�

�
M
B
(f)

�

�
= �2h dunque per h 6= 0 f �e un isomor�smo (Kerf = f0g, Imf =W ),

Per h = 0 la matrice diventa

A =

0

@

0 0 2

0 0 0

1 0 �1

1

A rkA = 2

quindi dim Imf = 2 e Imf = L (f(v1); f(v2)) e dimKerf = 1, troviamo una base di Kerf .

Sia v = av1 + bv2 + cv3 2 Kerf ) f(av1 + bv2 + cv3) = 0 ) af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = 0 )

av3 + c(2v1 � v3) = 0 )

�

c = 0

a� c = 0

) a = c = 0 dunque v = bv2 e Kerf = L(v2)

2. Il polinomio caratteristico di f �e

jA� tI j =

�

�

�

�

�

�

�t 0 2

0 h� t 0

1 0 �1� t

�

�

�

�

�

�

= (h� t)

�

�

�

�

�t 2

1 �1� t

�

�

�

�
=

= (h � t)(t
2
+ t � 2) = (h � t)(t � 1)(t + 2), allora gli autovalori sono �1 = 1, �2 = �2 e

�3 = h.

Per h 6= 1;�2 gli autovalori sono tutti distinti pertanto f �e semplice.

Una matrice diagonale per f �e

0

@

1 0 0

0 �2 0

0 0 h

1

A

Per poter indicare la matrice diagonalizzante cerchiamo una base fu1; u2; u3g di autovettori.
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Un autovettore relativo all'autovalore 1 �e v = av1 + bv2 + cv3 6= 0 tale che f(v) = v

f(av1 + bv2 + cv3) = av1 + bv2 + cv3

af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = av1 + bv2 + cv3

av3 + bhv2 + c(2v1 � v3) = av1 + bv2 + cv3

(2c� a)v1 + (bh� b)v2 + (a� 2c)v3 = 0

8

<

:

2c� a = 0

bh� b = 0

a� 2c = 0

)

�

a = 2c

b = 0

una base di V1 �e u1 = 2v1 + v3;

un autovettore relativo all'autovalore -2 �e v = av1 + bv2 + cv3 6= 0 tale che f(v) = �2v

f(av1 + bv2 + cv3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

av3 + bhv2 + c(2v1 � v3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

(2c+ 2a)v1 + (bh+ 2b)v2 + (a+ c)v3 = 0

8

<

:

2c+ 2a = 0

bh+ 2b = 0

a+ c = 0

)

�

c = �a

b = 0

una base di V�2 �e u2 = v1 � v3;

un autovettore relativo all'autovalore h �e u3 = v2.

La matrice diagonalizzante �e P =

0

@

2 1 0

0 0 1

1 �1 0

1

A

Per h = 1 gli autovalori sono �1 = 1 con molteplicit�a 2 e �2 = �2 con molteplicit�a 1. Dunque f

�e semplice , dimV1 = 2. In A� tI per h = 1 e t = 1 si ottiene:

A� I =

0

@

�1 0 2

0 0 0

1 0 �2

1

A) rk(A� I) = 1

dimV1 = 3� rk(A� I) = 2 ) f �e semplice.

Una matrice diagonale per f �e

0

@

1 0 0

0 1 0

0 0 �2

1

A

Per poter indicare la matrice diagonalizzante cerchiamo una base fu1; u2; u3g di autovettori.

Un autovettore relativo all'autovalore 1 �e v = av1 + bv2 + cv3 6= 0 tale che f(v) = v

f(av1 + bv2 + cv3) = av1 + bv2 + cv3

af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = av1 + bv2 + cv3

av3 + bv2 + c(2v1 � v3) = av1 + bv2 + cv3

(2c� a)v1 + (a� 2c)v3 = 0

2c� a = 0 ) a = 2c

una base di V1 �e u1 = 2v1 + v3 e u2 = v2;

un autovettore relativo all'autovalore -2 �e v = av1 + bv2 + cv3 6= 0 tale che f(v) = �2v

f(av1 + bv2 + cv3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3
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af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

av3 + bv2 + c(2v1 � v3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

(2c+ 2a)v1 � 3bv2 + (a+ c)v3 = 0

8

<

:

2c+ 2a = 0

3b = 0

a+ c = 0

)

�

a = �c

b = 0

una base di V�2 �e u3 = �v1 + v3;

La matrice diagonalizzante �e P =

0

@

2 0 �1

0 1 0

1 0 1

1

A

Per h = �2 gli autovalori sono �1 = 1 con molteplicit�a 1 e �2 = �2 con molteplicit�a 2. Dunque

f �e semplice , dimV�2 = 2. In A� tI per h = �2 e t = �2 si ottiene:

A+ 2I =

0

@

2 0 2

0 0 0

1 0 1

1

A) rk(A+ 2I) = 1

dimV�2 = 3� rk(A+ 2I) = 2 ) f �e semplice.

Una matrice diagonale per f �e

0

@

1 0 0

0 �2 0

0 0 �2

1

A

Per poter indicare la matrice diagonalizzante cerchiamo una base fu1; u2; u3g di autovettori.

Un autovettore relativo all'autovalore 1 �e v = av1 + bv2 + cv3 6= 0 tale che f(v) = v

f(av1 + bv2 + cv3) = av1 + bv2 + cv3

af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = av1 + bv2 + cv3

av3 � 2bv2 + c(2v1 � v3) = av1 + bv2 + cv3

(2c� a)v1 � 3bv2 + (a� 2c)v3 = 0

8

<

:

2c� a = 0

3b = 0

a� 2c = 0

)

�

a = 2c

b = 0

una base di V1 �e u1 = 2v1 + v3;

un autovettore relativo all'autovalore -2 �e v = av1 + bv2 + cv3 6= 0 tale che f(v) = �2v

f(av1 + bv2 + cv3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

af(v1) + bf(v2) + cf(v3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

av3 � 2bv2 + c(2v1 � v3) = �2av1 � 2bv2 � 2cv3

(2c+ 2a)v1 + (a+ c)v3 = 0

a+ c = 0 ) c = �a

una base di V�2 �e u2 = v2 e u3 = v1 � v3;

La matrice diagonalizzante �e P =

0

@

2 0 1

0 1 0

1 0 �1

1

A
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3. L'endomor�smo f ammette l'autovalore nullo per h = 0.

Per de�nire l'endomor�smo Ð : IR
4
! IR

4
scegliamo come base di IR

4
B
0
= fv1; v2; v3; v4g con

v4 2 W
?
v4 = (x; y; z; t):

8

<

:

v1 � v4 = 0

v2 � v4 = 0

v3 � v4 = 0

8

<

:

x+ 2z = 0

y + 3z = 0

t = 0

8

<

:

x = �2z

y = �3z

t = 0

) v4 = (�2;�3; 1; 0)

Poich�e Ð �e estensione di f si ha:

Ð(v1) = f(v1) = v3

Ð(v2 = f(v2) = 0

Ð(v3) = f(v3) = 2v1 � v3

poich�e W
?

�e autospazio relativo all'autovalore -1 8v 2 W
?

con v 6= 0 v �e autovettore relativo

all'autovalore -1 )

Ð(v4) = �v4

La matrice di Ð rispetto alla base B
0
�e

M
B
0

(Ð) =

0

B

B

@

0 0 2 0

0 0 0 0

1 0 �1 0

0 0 0 �1

1

C

C

A
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II

Sia �ssato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O
�!
x
�!
y
�!
z u.

1. Siano P la parabola passante per A(2; 4; 0) e avente il vertice nell'origine con tangente l'asse
�!
y e


 l'iperbole equilatera passante per X1, tangente alla retta

�

x+ y � 2 = 0

z = 0

nel punto (1; 1; 0) e

avente centro nell'origine degli assi.

Studiare il fascio di coniche individuato da P e 
, in particolare trovare i punti base e le coniche

spezzate.

2. Studiare il fascio Ð di quadriche contenenti 
, la retta

�

x = 1

y = 1

e tali che il piano polare dell'origine

abbia equazione 2z � 1 = 0.

3. Determinare i due paraboloidi di Ð, di che tipo di paraboloidi si tratta? Veri�care che i due

paraboloidi trovati si intersecano in 
, nella retta

�

x = 1

y = 1

e in un'altra retta della quale si chiedono

le equazioni.

Svolgimento

1. Nel piano z = 0 la parabola P �e tangente all'asse
�!
y nel vertice O e alla retta impropria del punto

improprio delle rette ortogonali all'asse
�!
y , ovvero X1. Si consideri il fascio di coniche bitangenti

alle rette x = 0 e t = 0 rispettivamente in O e X1:

�xt + �y
2
= 0

si imponga il passaggio per A: 2�+ 16� = 0 ) � = �8� )

�

� = �8

� = 1

dunque P : y
2
� 8x = 0.

L'iperbole 
 passa per X1, poich�e �e equilatera passer�a anche per X1, si consideri allora il fascio di

coniche tangenti alla retta x+ y � 2 = 0 in (1; 1) e passanti per X1 e Y1:

�(x+ y � 2t)t+ �(x� t)(y � t) = 0

per � = 0 si ottiene una conica spezzata , si pu�o dunque supporre � 6= 0 e porre k =

�

�

, si ottiene

xy + (k � 1)xt+ (k � 1)yt+ (1� 2k)t
2
= 0

imponiamo che il centro sia O(0; 0) (si ricordi che il centro �e il punto che ha per polare la retta

impropria)

(0; 0; 1)

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

2

k � 1

2

1

2

0

k � 1

2

k � 1

2

k � 1

2

1� 2k

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

@

x

y

t

1

C

C

C

C

A

= �t

k � 1

2

x+

k � 1

2

y + (1� 2k)t = �t ) k = 1

dunque 
 : xy � 1 = 0.

Il fascio di coniche individuato da P e 
 �e

�(y
2
� 8x) + �(xy � 1) = 0
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se � = 0 si ottiene l'iperbole equilatera 
, per � 6= 0 si pu�o porre k =

�

�

ed il fascio si pu�o scrivere

nella forma:

y
2
+ kxy � 8x� k = 0

si consideri la matrice B del fascio di coniche:

jBj =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0

k

2

�4

k

2

1 0

�4 0 �k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= �16 +

k
3

4

=

�64 + k
3

4

per k = 4 si ottiene una conica spezzata:

y
2
+ 4xy � 8x� 4 = 0

(y � 2)(y + 2) + 4x(y � 2) = 0

(y � 2)(4x+ y + 2) = 0

per k 6= 4 si ottengono coniche irriducibili, si consideri la sottomatrice A

jAj = �

k
2

4

< 0 8k 6= 0 )

k 6= 0 iperboli

k = 0 parabola (P)

I punti base propri sono dati dal sistema

�

y
2
� 8x = 0

xy � 1 = 0

8

>
<

>
:

x =

1

8

y
2

1

8

y
3
� 1 = 0

(

x =

1

8

y
2

y
3
� 8 = 0

(

x =

1

8

y
2

(y � 2)(y
2
+ 2y + 4) = 0

(

x =

1

2

y = 2

8

<

:

x =

�1� i

p

3

4

y = �1� i

p

3

Si sono ottenuti 3 punti propri, l'ulteriore punto base sar�a improrpio:

8

<

:

y
2
� 8xt = 0

xy � t
2
= 0

t = 0

�

y = 0

t = 0

I punti base sono: X1,

�

1

2

; 2; 0

�

,

 

�1� i

p

3

4

;�1� i

p

3; 0

!

2. Le quadriche contenenti 
 sono date da:

xy � 1 + z(ax+ by + cz + d) = 0

poich�e devono contenere la retta

�

x = 1

y = 1

, sostituendo all'equazione della quadrica x = 1 e y = 1

si deve ottenere un'idenditit�a:

(a+ b+ d)z + cz
2
= 0

�

a+ b+ d = 0

c = 0

�

d = �a� b

c = 0
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l'equazione diventa: xy�1+axz+byz�(a+b)z = 0, si imponga in�ne che il piano polare dell'origine

abbia equazione 2z � 1 = 0:

(0; 0; 0; 1)

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

2

a

2

0

1

2

0

b

2

0

a

2

b

2

0 �

a+ b

2

0 0 �

a+ b

2

�1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

0

B

B

B

B

B

B

B

B

@

x

y

z

1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

= �(2z � 1)

�

a+ b

2

z � 1 = �(2z � 1) ) a = �b� 4

Il fascio richiesto �e xy � (b+ 4)xz + byz + 4z � 1 = 0, il rango della matrice B �e dato da:

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

2

�

b+ 4

2

0

1

2

0

b

2

0

�

b+ 4

2

b

2

0 2

0 0 2 �1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

������!

R3 � bR1

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

2

�

b+ 4

2

0

1

2

0

b

2

0

�

b+ 4

2

0

b
2
+ 4b

2

2

0 0 2 �1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�����������!

R3 + (b+ 4)R2

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

2

�

b+ 4

2

0

1

2

0

b

2

0

0 0 b
2
+ 4b 2

0 0 2 �1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

�������!

R4 +

1

2

R3

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0

1

2

�

b+ 4

2

0

1

2

0

b

2

0

0 0 b
2
+ 4b 2

0 0

b
2
+ 4b+ 4

2

0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

)

rkB = 3 , b = �2

rkB = 4 , b 6= �2

Il determinante della sottomatrice A �e:

jAj =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

0

1

2

�

b+ 4

2

1

2

0

b

2

�

b+ 4

2

b

2

0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= �

b(b+ 4)

4

) jAj = 0 , b = 0 o b = �4

Dunque per b = 2 si ottiene un cono, per b = 0 e �4 si ottengono paraboloidi, per b 6= 2; 0;�4 si

ottengono iperboloidi; si noti che le quadriche non degeneri del fascio sono tutte a punti iperbolici

(perch�e contengono rette) pertanto si tratta di paraboloidi e iperboloidi iperbolici (si poteva anche

notare che per b 6= �2 jBj =

(b+ 2)
2

4

> 0).

3. Si �e gi�a visto che i due paraboloidi del fascio si ottengono per b = 0 e per b = �4 dunque avranno

equazione:

xy � 4xz + 4z � 1 = 0 xy � 4yz + 4z � 1 = 0
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Si �e gi�a detto che si tratta di paraboloidi iperbolici, l'intersezione si ottiene dal sistema:

�

xy � 4xz + 4z � 1 = 0

xy � 4yz + 4z � 1 = 0

sottraendo si ottiene

�

4z(x� y) = 0

xy � 4yz + 4z � 1 = 0

)




�

z = 0

xy � 1 = 0
�

x = y

y
2
� 4yz + 4z � 1 = 0

dal secondo sistema si ottiene

�

x = y

(y � 1)(y + 1)� 4z(y � 1) = 0

)

�

x = y

(y � 1)(y � 4z + 1) = 0

tale sistema si pu�o decomporre nei due sistemi

�

x = y

y � 1 = 0

�

x = y

y � 4z + 1 = 0

Il primo sistema equivale a

�

x = 1

y = 1

mentre il secondo �e l'ulteriore retta della quale si richiedevano

le equazioni.
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