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I

Sono assegnati, in R* i vettori: v; = (1,0,2,0), vy = (0,1,3,0) e v3 = (0,0,0,1),
sia W = L(vy,v2,v3) e f: W — W l'endomorfismo definito da

f(Ul) = U3
f(v2) = hvy
fluz) =2v1 — 3

1. Studiare f al variare del parametro reale h determinando in ciascun caso Kerf e Imf.
2. Provare che f e semplice per ogni valore di h. Diagonalizzare f indicando la matrice diagonalizzante.

3. Per il valore di h per cui f ammette autovalore nullo, sia ® : R* — R* l'estensione di f tale che
Wt ={veR! vow=0 Yw € W} (con o prodotto scalare euclideo) & autospazio relativo
all’autovalore —1. Determinare la matrice di ® specificando rispetto a quale base la si é calcolata.

Svolgimento

1. Sia B = {v1,v92,v3}, la matrice di f rispetto alla base B &

si ha |MB(f)| = —2h dunque per h # 0 f & un isomorfismo (Kerf = {0}, Imf = W),

Per h = 0 la matrice diventa
0 0
A= 0 0 O rkA =2
1 0

quindi dimImf =2 e Imf = £ (f(v1), f(v2)) e dimKerf = 1, troviamo una base di Kerf.

Sia v = avy + b,2 4+ cvz € Kerf = f(avy + bva + cvg) = 0 = af(vi) + bf(v2) + ef(vs) =0 =
avs + ¢(2v; —v3) =0 = Zig_ 0 = a=c=0 dunque v = bvy e Kerf = L(vz)

2. Il polinomio caratteristico di f &

—t 0 2
0 h—t 0 :(h—t)’
1 0 —-1-1t

(h—t)(t? +t—2) = (h—t)(t — 1)(t + 2), allora gli autovalori sono \; = 1, \y = —2 e

1A — tI|

-t 2 |
1 —1-t

Az =h.

Per h # 1,—2 | gli autovalori sono tutti distinti pertanto f & semplice.

1 0 0
Una matrice diagonale per fe | 0 —2 0

0 0 h

Per poter indicare la matrice diagonalizzante cerchiamo una base {u1, uz,us} di autovettori.



Un autovettore relativo all’autovalore 1 & v = avy + bua + cvg # 0 tale che f(v) = v
flavy + bvg + cvs) = avy + bug + cvy

af(vy) +bf(ve) + cf (vs) = avy + bvs + cvs
avs + bhvg + ¢(2v1 — v3) = avy + buy + cvg
(2¢ — a)vy + (bh — b)va + (a — 2¢)vs =0

2c—a=0 —9
bh—b=0 = { o
a—2c=0 o
una base di V] € u; = 2v1 + vg;
un autovettore relativo all’autovalore -2 & v = avy + bvs + cvz # 0 tale che f(v) = —2v

flavy + bvg + cv3) = —2avy — 2bvy — 2cug
af(vi) +bf(va) + cf(vs) = —2av; — 2bvg — 2cv3
avs + bhvy + ¢(2v1 — v3) = —2av; — 2bvy — 2cvs

(2¢ + 2a)vy + (bh + 2b)vs + (a + ¢)vg =0

2c+2a=0 _
bh+2b =0 = {Z:O“
a+c=0 o

una base di V_3 & ug = vy — vg;

un autovettore relativo all’autovalore h ¢ us = vs.

2 1 0
La matrice diagonalizzantee P=| 0 0 1
1 -1 0

gli autovalori sono A\; = 1 con molteplicita 2 e A\ = —2 con molteplicita 1. Dunque f
¢ semplice & dimV; = 2. In A —tI per h =1 e t =1 si ottiene:

-1
A-1= 0
1

2
0 = tk(A-I)=1
-2

o O O

dimV; =3 —rk(A—1) =2 = f & semplice.

1 0 O
Una matrice diagonale per fe | 0 1 0
0 0 -2

Per poter indicare la matrice diagonalizzante cerchiamo una base {u1, uz,us} di autovettori.

Un autovettore relativo all’autovalore 1 & v = avy + buy + cvs # 0 tale che f(v) = v
flavy + bvg + cv3) = avy + bus + cvs
af(vy) +bf(ve) + cf(vs) = avy + bvs + cvg
avs + bvg + ¢(2v; — v3) = avy + buy + cvs
(2¢ —a)vy + (a — 2c)vs =0
2c—a=0 = a=2c
una base di Vi € u; = 2v; + v3 € ug = vo;

un autovettore relativo all’autovalore -2 & v = avy + bvg + cvs # Q tale che f(v) = —2v

flavy + bvg + cv3) = —2av; — 2bvy — 2cv3



af(vy) +bf(ve) + cf(vs) = —2avy — 2bvy — 2cvg
avs + bvg + ¢(2v1 — v3) = —2av, — 2bvy — 2cvy

(2¢ + 2a)v1 — 3bvg + (a+ c)vg =0

2c+2a=0 0= —c
3b=0 = { b— 0
a+c=0 o
una base di V_5 & ug = —vy + vs;
2 0 -1
La matrice diagonalizzantee P=| 0 1 0
1 0 1

gli autovalori sono \; = 1 con molteplicita 1 e A\ = —2 con molteplicita 2. Dunque

f e semplice & dimV_s = 2. In A —tI per h = —2 e t = —2 si ottiene:
2 0 2
A+2I=1 0 0 0 | = rk(A+421)=1
1 0 1

dimV_o =3 —rk(A+2I) =2 = f & semplice.

1 0 0
Una matrice diagonale per fe | 0 -2 0
0 0 -2

Per poter indicare la matrice diagonalizzante cerchiamo una base {uy, us, uz} di autovettori.

Un autovettore relativo all’autovalore 1 & v = av; + bug + cvg # Q tale che f(v) = v
flavy + bvg + cv3) = avy + buvs + cvs

af(vi) +bf(ve) + cf (vs) = avy + bvs + cvs
avs — 2bvs + ¢(2v; — v3) = avy + bus + cvs

(2¢ — a)vy — 3bvg + (a — 2¢)vg =0

2c—a=0 0= 2
3b=0 = { b _ 0
a—2c=0 -
una base di V7 € u; = 2v1 + v3;
un autovettore relativo all’autovalore -2 & v = avy + bvs 4 cvz # 0 tale che f(v) = —2v

flavy + bvg + cvg) = —2av; — 2bvy — 2cvg
af(vi) +bf(va) + cf(vs) = —2avy — 2bvg — 2cv3
avs — 2bvg + ¢(2v1 — v3) = —2avy — 2bve — 2cvg
(2¢+ 2a)v; + (a+c)vg =0
a+c=0 = c=—a

una base di V_3 & us = vy € ug = v1 — v3;

2 0 1
La matrice diagonalizzantee P=1| 0 1 0
1 0 -1



3. L’endomorfismo f ammette I’autovalore nullo per h = 0.

Per definire 'endomorfismo ® : R* — R? scegliamo come base di R* B’ = {v1,v2,v3,v4} con
Vg € wt Vg = (LL‘, y,Z,t)I

viovy =0 r+22=0 r= -2z
vpovg =0 y+3z2=0 y=—3z = vy =(-2,-3,1,0)
vgouvy =0 t=20 t=20

Poiche ® ¢ estensione di f si ha:

@(’Ul) = f(’()l) = U3z
@(1}2 = f(’l)g) =0
‘D(’Ug) = f(Ug) = 2U1 — V3

poiche W+ & autospazio relativo all’autovalore -1 Yo € W+ con v # 0 v & autovettore relativo
all’autovalore -1 =

@(’U4) = —U4g
La matrice di @ rispetto alla base B’ &
0o 0 2 0
/ 0 0 O 0
B _
M= (®) = 10 -1 0
0 0 0 -1



II

Sia fissato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale OT ¥ Z u.

1. Siano P la parabola passante per A(2,4,0) e avente il vertice nell’origine con tangente l'asse ¥ e
. . -2=0
~ l'iperbole equilatera passante per X, tangente alla retta { fi?(J) nel punto (1,1,0) e
avente centro nell’origine degli assi.
Studiare il fascio di coniche individuato da P e «, in particolare trovare i punti base e le coniche
spezzate.
L . . . . =1 . - ..

2. Studiare il fascio ® di quadriche contenenti ~, la retta { ; _1 © tali che il piano polare dell’origine
abbia equazione 2z — 1 = 0.

3. Determinare i due paraboloidi di ®, di che tipo di paraboloidi si tratta? Verificare che i due

- .. . =1 .o

paraboloidi trovati si intersecano in «, nella retta { v _, ein un’altra retta della quale si chiedono
le equazioni.

Svolgimento

1. Nel piano z = 0 la parabola P ¢ tangente all’asse I nel vertice O e alla retta impropria del punto

improprio delle rette ortogonali all’asse 7/, ovvero X,. Si consideri il fascio di coniche bitangenti
alle rette x = 0 e t = 0 rispettivamente in O e X.:

et 4+ py? =0

si imponga il passaggio per A: 2\ + 16p =0 = A= —8u = { 2 i 1_8 dunque P: y? -8z =0.

L’iperbole v passa per X, poiche ¢ equilatera passera anche per X, si consideri allora il fascio di
coniche tangenti alla retta z +y —2=01in (1,1) e passanti per X, e Y.:

Me+y—20)t+pu(z—t)(y—t)=0
per u = 0 si ottiene una conica spezzata , si pud dunque supporre p # 0 e porre k = —, si ottiene
n

zy+ (k— Dat + (k— Dyt + (1 — 2k)t* =0

imponiamo che il centro sia O(0,0) (si ricordi che il centro & il punto che ha per polare la retta
impropria)

1 k-1
O — -
2 2 T
1 k—1
(07071) = 0 —_— Yy Zpt
2
k-1 k-1 t
—_— — 1-2k
2 2
k-1 k-1

5 x+Ty+(1—2k)t:pt =k=1

dunque v: zy—1=0.

Il fascio di coniche individuato da P e v &

ANy® = 8z) + p(zy — 1) =0



se A = 0 si ottiene I'iperbole equilatera 7, per \ # 0 si puo porre k = g ed il fascio si puo scrivere

nella forma:
V24 key -8 —k=0

si consideri la matrice B del fascio di coniche:

o F o4
2
K —64+ K3
= k - _ o __=rr
|B| Eo 16+~ 4
-4 0 -k

per k = 4 si ottiene una conica spezzata:
v 4oy — 8z —4=0
(y—2)(y+2)+4x(y—2)=0
(y—2)4z+y+2)=0
per k # 4 si ottengono coniche irriducibili, si consideri la sottomatrice A

k2 k #0 iperboli
|A|_—?<O Vk#0 = k=0 parabola (P)

I punti base propri sono dati dal sistema

12 1 1
{y2—81‘=0 r=3Y {m:8y2 {x:ByQ
1= 1
zy—-1=0 QU —1=0 y?—8=0 y—2)(y*+2y+4)=0
{ 1 —1FiV/3
r= — r ="
2 4
y=2 y=—-1+iV/3
Si sono ottenuti 3 punti propri, 'ulteriore punto base sara improrpio:
2
y“ —8xt =0 .
xy —t2 =0 { ty—_(?
t=0 N
1 —1Fiv3
I punti base sono: X, <2,2,0> , (ZZZ\/_, -1+ i\/g, 0)

2. Le quadriche contenenti 7 sono date da:

zy—14+z(az+by+cz+d)=0

poicheé devono contenere la retta { v= sostituendo all’equazione della quadrica z =1ey =1

y=1"~
si deve ottenere un’idenditita:

a+b+d=0 {d:—a—b

2 _
(a+b+d)z+c¢z"=0 {c:O c—0



lequazione diventa: xy—1+azz+byz—(a+b)z = 0, si imponga infine che il piano polare dell’origine
abbia equazione 2z — 1 = 0:

1 a
0 = — 0
2 2
X
L 0 b 0
2 2 Yy
(0,0,0,1) =p(22 —1)
a é 0 atb z
2 2 2
1
b
0 o %% ~1
2
a+b

5 z—1=p2z—-1) = a=-b—4

11 fascio richiesto ¢ zy — (b+ 4)zz + byz + 42 — 1 = 0, il rango della matrice B & dato da:

b+ 4 S b+4

0 ! 0 0 l 0
2 2 2 2
1 b
2 2 Rs — bR,
b+4 b 2
b+ b 0 9 _b—|—4 b” + 4b 5
2 2 2 2
0 0 2 -1 0 0 2 —1
0 1 b+ 4 0 0 1 _b+4 0
2 2 2 2
1 b 1 0 é 0
—_— - 0 — 0 1 2 2
Rs+(b+4)Ry | 2 2 Ry + 5 Ry
2
0 0 B>+4b 2 00 b +4b 2
2
0 0 9 1 0 0 b* +4b+ 4 0
2
tkB=3 & b=-2
rkB=4 & b#-2
Il determinante della sottomatrice A é:
1 b+4
0 3 _%
14| = 1 0 b _ bb+4)
b2—|—4 b 2 4
——= - 0
2 2

= JA=0 & b=0 o b=-4

Dunque per b = 2 si ottiene un cono, per b = 0 e —4 si ottengono paraboloidi, per b # 2,0, —4 si
ottengono iperboloidi; si noti che le quadriche non degeneri del fascio sono tutte a punti iperbolici
(perche contengono rette) pertanto si tratta di paraboloidi e iperboloidi iperbolici (si poteva anche

b+ 2)?
notare che per b # —2 |B| = % > 0).
. Si e gia visto che i due paraboloidi del fascio si ottengono per b = 0 e per b = —4 dunque avranno
equazione:
zy —4drz+42z—-1=0 xy —4dyz+4z—1=0



Si e gia detto che si tratta di paraboloidi iperbolici, I'intersezione si ottiene dal sistemas:

ry —4drz+42—-1=0
zy —4dyz+4z—-1=0

sottraendo si ottiene
z=0
dz(x —y)=0 N TV ay—-1=0
ry —4dyz+4z—-1=0 r=y
y? —4yz+42—-1=0

dal secondo sistema si ottiene

=1y r=y
{ (y—D(y+1)—42(y—1)=0 :>{ y—1)(y—42+1)=0

tale sistema si puo decomporre nei due sistemi
r=y r=y
y—1=0 y—4z4+1=0

. . . =1 . R . AP
Il primo sistema equivale a { ;_ 1 mentre il secondo e 'ulteriore retta della quale si richiedevano

le equazioni.



